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دکتر علی زادهوش

مباحثی که در این فصل به آن پرداخته می شود:
رابطه میان شدت جریان حجمی و افت فشار1)
رابطه توزیع تنش برشی و تنش برشی در دیواره2)
رابطه توزیع سرعت برشی، میانگین سرعت و ماکزیمم سرعت3)
معیار های آشفتگی و آرام بودن4)

تمامی این بحث هارا برای شکل های هندسی مختلف می توان به دست آورد:
شکل های هندسی:
لوله مدور1)
رئومتر شکافی←جریان میان دو صفحه  2)
جریان درون حلقه 3)
شده، باید بعضی از اشکال هندسی وجود دارند که از ترکیب چند شکل هندسی پایه تشکیل←جریان روی سطح شیب دار 4)

.بتوان جداسازی نمود و چند رابطه نوشت

:در قبل روابط کلی برای رئومتر شکافی یا به عبارت دیگر صفحه های موازی به دست آمد که در زیر آمده است

𝜏𝑤 =
𝜏𝐻
2ℎ

𝑄

2𝑤
= න

0

𝐻
2
𝑉𝑧 𝑑ℎ

:اما در اینجا می خواهیم برای حالتی که نیوتنی باشد، روابطی را به دست آوریم
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دکتر علی زادهوش

حالت خاص نیوتنی در جریان میان دو صفحه:
:نداریم و سیال واقعی می باشدሶ𝛾𝑤𝑎نیوتنی دیگر برای حالت 

𝑛 = 1 , 𝑘 = 𝜇

𝐻 ∆𝑃

2𝐿
= 𝜇

6𝑄

𝑤𝐻2

6𝑄

𝑤𝐻2
= ሶ𝛾𝑤

𝑄 =
𝑤𝐻3 ∆𝑃

12 𝜇 𝐿
𝑄 =

𝐴 ∆𝑃

𝜇
:طبق رابطه زیر حساب می شودAکه در اینجا 

𝐴 =
𝑤𝐻3

12𝐿
A یک ثابت است که به شکل هندسی(H,L,W )مربوط است.

نابراین می خواهیم    ب. یکی دیگر از مباحث مربوط به الیافی است که تو خالی هستند این الیاف تحت جریان در حلقه به وجود می آیند
.این نوع جریانات را بررسی کنیم

جریان درون یک حلقه :Annulus 

.گفته می شود و مطرح استwide gapو narrow gapدر اینجا نیز مباحث 

.بوده و تغییرات خطی داریمnarrow gapچون نازک است حالت 

(3)

(1)

(2)

(2)



دکتر علی زادهوش

.در اینجا اگر حلقه را باز کنیم به همان جریان میان دو صفحه موازی با فاصله کم تبدیل می شود
:بنابراین با این تقریب جلو می رویم

1

2
𝑅0 + 𝑅𝑖

:برای سیال نیوتنی گفته شد

𝑄 =
𝑤𝐻3 ∆𝑃

12 𝜇 𝐿

𝑤 = 2𝜋
𝑅0 + 𝑅𝑖

2
= 𝜋 𝑅0 + 𝑅𝑖

𝐻 = 𝑅0 − 𝑅𝑖

𝑸 =
𝝅 𝑹𝟎 + 𝑹𝒊 𝑹𝟎 − 𝑹𝒊

𝟑 ∆𝑷

𝟏𝟐𝝁𝑳

یفاصله بین دو حلقه درونی و بیرون=  

بعد از جایگذاری در رابطه 
:اصلی خواهیم داشت

(4)
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دکتر علی زادهوش

برای سیال واقعی مستقل از زمان:
𝐻 ∆𝑃

2𝐿
= 𝑘 ƴ ƴ

6𝑄

𝑤𝐻2

𝑛 ƴ ƴ

.این روابط را قبلا به دست آوردیم

𝐻 ∆𝑃

2𝐿𝐾 ƴ ƴ

1
𝑛 ƴ ƴ

=
6𝑄

𝑤𝐻2

𝑄 =
𝑤𝐻2

6

𝐻 ∆𝑃

2𝐿𝐾 ƴ ƴ

1
𝑛 ƴ ƴ

𝑄 =
𝜋 𝑅0 + 𝑅𝑖 𝑅0 − 𝑅𝑖

2

6

𝑅0 − 𝑅𝑖 ∆𝑃

2𝐿𝐾 ƴ ƴ

1
𝑛 ƴ ƴ

ሶ𝛾𝑤: نرخ برشی ایجاد شده را بدانیمmaxدر بعضی موارد نیاز است که  𝑚𝑎𝑥

:این رابطه را می توان از معادله پایه برای شکاف و با جایگزین کردن پارامترهای مناسب به دست آورد
قبلا برای رئومتر شکافی به دست آمده است:

− ሶ𝛾𝑤 =
2

𝑤𝐻2
2𝑄 + ∆𝑃

𝑑𝑄

𝑑 ∆𝑃

 حال به جای𝑤و𝐻   مقادیر مربوط به این
:حالت حلقه را جایگذاری   می کنیم

(5)

(6)
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دکتر علی زادهوش

− ሶ𝛾𝑤 =
2

𝜋 𝑅0 + 𝑅𝑖 𝑅0 − 𝑅𝑖
2
2𝑄 + ∆𝑃

𝑑𝑄

𝑑 ∆𝑃

𝑛و اگر مقدار  ƴ ƴرا داشته باشیم:

− ሶ𝛾𝑤 =
2𝑛 ƴ ƴ + 1

3𝑛 ƴ ƴ

6𝑄

𝑤𝐻2

− ሶ𝛾𝑤 =
2 2𝑛 ƴ ƴ + 1

𝑛 ƴ ƴ

𝑄

𝜋 𝑅0 + 𝑅𝑖 𝑅0 − 𝑅𝑖
2

.در ادامه می خواهیم توزیع سرعت را در انواع مختلف رئومترها و سطح مقطع ها بررسی کنیم

(7)

(8)
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دکتر علی زادهوش

    (برای حالت خاص پاورلا)توزیع سرعت برای جریان میان دو صفحه موازی

𝜏 =
ℎ ∆𝑃

𝐿
𝜏 = 𝑘 ሶ𝛾 𝑛

ℎ ∆𝑃

𝐿
= 𝑘 ሶ𝛾 𝑛 ሶ𝛾 =

𝑑𝑉𝑧
𝑑ℎ

=
ℎ ∆𝑃

𝐿𝑘

1
𝑛

:حال انتگرال گیری می کنیم و حدودا مشخص می کنیم تا به رابطه برسیم

න𝑑𝑉𝑧 =
1

𝑘

∆𝑃

𝐿

1
𝑛

නℎ
1
𝑛 𝑑ℎ → 𝑉𝑧 =

𝑛

𝑛 + 1

1

𝑘

∆𝑃

𝐿

1
𝑛

ℎ
𝑛+1
𝑛 + 𝑐

رالثابت انتگ
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دکتر علی زادهوش

Vzبرای به دست آوردن رابطه ثابت انتگرال باید  = hقرار دهیم که این حالت در     0 =
H

2
:بنابراین. رخ می دهد

c = −
n

n + 1

1

k

∆P

L

1
n H

2

n+1
n

Vz =
n

n + 1

1

k

∆P

L

1
n H

2

n+1
n 2h

H

n+1
n

− 1

:می خواهیم رابطه سرعت ماکزیمم را نیز به دست آوریمحال 
hدر وسط فاصله میان دو صفحه موازی یعنی جایی که  = .قرار داردmax، سرعت سیال در حالت 0

h = 0 → Vz = max

Vmax = −
n

n + 1

1

k

∆P

L

1
n H

2

n+1
n

یال رابطه توزیع سرعت برای س
پاورلا میان دو صفحه ی موازی

آرامبرای جریان 

یال رابطه سرعت ماکزیمم برای س
ای پاورلا میان دو صفحه موازی بر

آرامجریان 
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دکتر علی زادهوش

:به دست می آوریمmaxاین دو رابطه را با هم مخلوط می کنیم و توزیع سرعت را بر حسب سرعت 

Vz = Vmax 1 −
2h

H

n+1
n

.می خواهیم توزیع سرعت را بر حسب سرعت میانگین به دست آوریمحال 
:برای اینکار لازم است ابتدا رابطه سرعت میانگین را به دست آوریم

ഥVz=
Q

wH
τw = k ሶγw

n

− ሶγw =
2n + 1

3n

6Q

wH2

:جایگذاری در رابطه پاورلا
H ∆P

2L
= −K

2n + 1

3n

n
6Q

wH2

n

:بعد از ساده سازی های فراوان

ഥVz = −
H

6

3n

2n + 1

H

2k

∆P

L

1
n

و رابطه توزیع سرعت برای سیال پاورلا میان د
آرامبرای جریان 𝑽𝒎𝒂𝒙موازی بر حسب صفحه 

سرعت متوسط
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دکتر علی زادهوش

ഥVz = Vmax

n + 1

2n + 1

Vz = ഥVz
2n + 1

n + 1
1 −

2h

H

n+1
n

.لغزش در دیواره که باعث ایجاد فیلامنت های موج دار می شود: حال می خواهیم منابع خطا را بیان کنیم

:باشدHاز خط مرکزی میان دو سطح با فاصله hسرعت در فاصله vجایی که 
.دهیمنشان Vwاگر سرعت در دیواره را صفر فرض کنیم و مقدار آن را با 

h =
H

2
:بنابراین ما می توانیم از رابطه به دست آمده انتگرال گیری کنیم

ሶ𝛾 = −
𝑑𝑉

𝑑ℎ

−න
𝑉

𝑉𝑤

𝑑𝑉 = න
0

𝐻
2
ሶ𝛾 𝑑ℎ → 𝑉 − 𝑉𝑤 = න

0

𝐻
2
ሶ𝛾 𝑑ℎ →

:یادآوری

𝜏 =
2ℎ

𝐻
𝜏𝑤 → 𝑑ℎ =

𝐻

2𝜏𝑤
𝑑𝜏

میان رابطه توزیع سرعت برای سیال پاورلا 
ینمیانگدو صفحه موازی بر حسب سرعت 
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دکتر علی زادهوش

:با توجه به یادآوری ذکر شده در صفحه قبل خواهیم داشت

V = Vw +න
τ

τw ሶγH

2τw
dτ

wاز طرف دیگر شدت جریان حجمی برای جریان وقتی  ≫ Hباشد، به صورت زیر تعریف می گردد:

Q = 2wන
0

H
2
Vdh → Q = 2wන

0

τw

Vw +න
τ

τw ሶγH

2τw
dτ

H

2τw
dτ →

Q =
wH

τw
න
0

τw

Vw +න
τ

τw ሶγH

2τw
dτ dτ

:بعد از مرتب کردن و ساده سازی های بیشتر خواهیم داشت

Q = wHVw +
wH2

2τw
2
න
0

τw

න
τ

τw

ሶγ dτ dτ →
6Q

wH2
= 6Vw

1

H
+

τ

τw
2
න
0

τw

න
τ

τw

ሶγ dτ dτ

y = mx + c

(10)



دکتر علی زادهوش

(پاورلابرای حالت خاص ): توزیع سرعت برای جریان در لوله
.می باشد... وmaxمطالعات فرآیندهای رئولوژیکی نیاز به دانش توزیع سرعت در لوله ، متوسط سرعت، سرعت برای 

.در اینجا فقط برای سیال پاورلا درون لوله توزیع سرعت بیان می شود

τ =
r

2

𝜕P

𝜕z
→ τ =

r ∆P

2L

τ = k ሶγ n ሶγ =
dVz
dr

:انتگرال گیری می کنیم

dVz
dr

=
r

2k

∆P

L

1
n

→ නdVz =
1

2k

∆P

L

1
n

නr
1
n dr → Vz =

n

n + 1

1

2k

∆P

L

1
n

r
n+1
n + c

Vzبرای به دست آوردن ثابت انتگرال باید  = rقرار دهیم که این حالت در 0 = Rبنابراین. رخ می دهد:
r = R → Vz = 0

c = −
n

n + 1

1

2k

∆P

L

1
n

R
n+1
n

∆P مستقل ازz:

برای پاورلا

رالثابت انتگ
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Vz =
n

n + 1

1

2k

∆P

L

1
n

R
n+1
n

r

R

n+1
n
− 1

:می خواهیم رابطه سرعت ماکزیمم را نیز به دست آوریمحال 
rدر مرکز لوله مدور یعنی جایی که  = .قرار داردmaxباشد، سرعت سیال در حالت 0

r = 0 → Vz = max

Vmax = −
n

n + 1

1

2k

∆P

L

1
n

R
n+1
n

:به دست می آوریمmaxدو رابطه را با هم مخلوط می کنیم و توزیع سرعت را بر حسب سرعت این 

Vz = Vmax 1 −
r

R

n+1
n

اورلا رابطه توزیع سرعت برای سیال پ
آرامدرون یک لوله مدور برای جریان 

اورلا رابطه سرعت ماکزیمم برای سیال پ
آرامدرون یک لوله مدور برای جریان 

اورلا رابطه توزیع سرعت برای سیال پ
𝑽𝒎𝒂𝒙یک لوله مدور بر حسب درون 

آرامبرای جریان 
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رعت میانگین را به برای اینکار ابتدا لازم است رابطه س. حال می خواهیم توزیع سرعت را بر حسب سرعت میانگین به دست آوریم
:دست آوریم

ഥVz =
Q

πR2

− ሶγw =
3n + 1

4n

4Q

πR3
τw = k ሶγw

n

:جایگذاری در رابطه پاورلا
R ∆P

2L
= k

3n + 1

n

n
Q

πR3

n

:بعد از ساده سازی های فراوان

ഥVz =
n

3n + 1

1

2k

∆P

L

1
n

R
n+1
n

ഥVz = Vmax

n + 1

3n + 1

Vz
ഥVz
=
3n + 1

n + 1
1 −

r

R

n+1
n

سرعت متوسط
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دکتر علی زادهوش

حالت از جمله خاص نیوتنی و خاص پاورلا این روابط به دست 2در مباحث قبلی جریان درون یک لوله مدور بررسی شد و برای 
که از در اینجا می خواهیم روابط مربوط به شدت جریان حجمی و دیگر روابط را برای سیال درون یک لوله مدور در حالتی. آمد
:بینگهام پلاستیک است، بررسی کنیمنوع 
سیال بینگهام پلاستیک در درون یک لوله مدور

Qτw
3

πR3
= න

0

τw

τ2 f τ dτ

τ = τ0
B + μp ሶγ ሶγ = f τ =

τ − τy

μp
:حالت رخ بدهد3برای سیال بینگهام پلاستیک ممکن است 

1) f τ =
τ − τy

μp
𝛕 > 𝛕𝐲

.اگر تنش وارد شده بیش از تنش تسلیم سیال باشد، سیال برش می خورد•
2) f τ = 0 𝛕 < 𝛕𝐲

.اگر تنش وارد شده کمتر از تنش تسلیم باشد، سیال برش نمی خورد•

3) f τ =
τ − τy

μp
𝛕𝐰 > 𝛕 > 𝛕𝐲

تی از سیال برش اگر تنش وارد شده بیشتر از تنش تسلیم باشد اما از تنش لازم برای برش سیال در دیواره کمتر باشد، قسم•
.خورد و قسمتی حرکت لایه ای و سیلندری انجام می دهندمی 

(1)

(2) (3)

معادله پایه
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دکتر علی زادهوش

:حال با توجه به مطالب گفته شده خواهیم داشت
Qτw

3

πR3
= න

0

τy

τ2 f 0 dτ + න
τy

τw

τ2
τ − τy

μp
dτ

Qτw
3

πR3
= න

τy

τw τ3 − τ2τy

μp
dτ →

Qτw
3

πR3
= න

τy

τw τ3

μp
dτ − න

τy

τw τ2τy

μp
dτ

:بعد از ساده سازی های فراوان
Qτw

3

πR3
=

1

μp

τw
4

4
−
τy

4

4
−
τw

3τy

3
+
τy

4

3
→
Qτw

3

πR3
=
τw

4

μp

1

4
−

τy

3τw
−

1

12

τy

τw

4

→

Q =
πR4 ∆P

8Lμp
1 −

8Lτy

3R ∆P
−
1

3

2Lτy

R ∆P

4  رابطه شدت جریان حجمی درون یک
ستیک لوله مدور برای سیال بینگهام پلا

.برای سیال با جریان آرام

Buckinghamباکینگهام

(4)

0

(5)
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دکتر علی زادهوش

 (پلاستیکحالت خاص بینگهام برای ):لولهتوزیع سرعت برای جریان در
𝜏 = 𝜏𝑦 + 𝜇𝑝 ሶ𝛾

𝜏 − 𝜏𝑦 = 𝜇𝑝 −
𝑑𝑢

𝑑𝑟

−
𝑑𝑢

𝑑𝑟
=
𝜏 − 𝜏𝑦

𝜇𝑝

−𝑑𝑢 =

𝑅 ∆𝑃
2𝐿

− 𝜏𝑦

𝜇𝑝
𝑑𝑟

න
𝑢 𝑟

0

−𝑑𝑢 = න
𝑟

𝑅
𝑅 ∆𝑃
2𝐿

− 𝜏𝑦

𝜇𝑝
𝑑𝑟

:بعد از ساده سازی های فراوان

𝑢 𝑟 =
𝑅 − 𝑟

𝜇𝑝

∆𝑃

4𝐿
𝑅 + 𝑟 − 𝜏𝑦

𝑢(𝑅)یعنی 𝑅در دیواره 
𝑢(𝑟)داریم یعنی 𝑟در فاصله شعاعی 

ینگهام رابطه توزیع سرعت برای سیال ب
رای پلاستیک درون یک لوله مدور ب

آرامجریان 

به دلیل این است که با    : ( -)علامت منفی
.افزایش شعاع، سرعت کاهش می یابد
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دکتر علی زادهوش

ای سیال در نظر گرفته گفته شد در حالتی که سیال را بینگهام پلاستیک در نظر بگیریم چون در این حالت یک تنش تسلیم بر
.یا چوب پنبه ای درون لوله ایجاد می شودplugشود، حالت می 

ه لازم ب. را به دست آوریم بایستی روابط زیر را بنویسیمplugو شعاع plugرا بررسی کنیم و سرعت plugاگر بخواهیم حالت 
.با تغییر تنش ، تغییر کند( plugشعاع )rpاست که ممکن است توضیح 

به عبارت دیگر قسمت های مرکزی نیز . کم می شودplugهر چه تنش بیشتر شود، قسمت بیشتری از سیال برش می خورد و شعاع 
.برش می خورد

τy =
RP ∆P

2L
τw =

R ∆P

2L

τy

τw
=
RP
R

u Rp =
R − RP
μp

∆P

4L
R + RP − τy

u Rp =
R − RP
μp

∆P

4L
R + RP −

RP ∆P

2L

 رابطه سرعتplug درون یک لوله
ستیک برای یک سیال بینگهام پلامدور 

.برای جریان آرام
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دکتر علی زادهوش

u Rp =
∆P

4Lμp
R2 − 2RRP + RP

2

u Rp =
∆P

4Lμp
R − RP

2

.می آیداما اینجا برای سیال بینگهام پلاستیک این روابط به دست.حال می خواهیم سرعت ماکزیمم را نیز به دست آوریم
rدر مرکز لوله یعنی جایی که  = .قرار داردmaxباشد، سرعت سیال در حالت 0

r = 0 → V = max

umax =
R

μp

∆P

4L
R − τy

:می خواهیم رابطه سرعت میانگین را درون یک لوله مدور برای یک سیال بینگهام پلاستیک به دست آوریمحال 

തu =
Q

A
=

Q

πR2

തu =
R4 ∆P

8Lμp
1 −

4

3

2Lτy

R ∆P
−
1

3

2Lτy

R ∆P

4

 رابطه توزیع سرعتplug درون یک
ستیک لوله مدور برای سیال بینگهام پلا

.در نظر گرفته شودplugوقتی که 

نگهام رابطه سرعت ماکزیمم برای سیال بی
ریان پلاستیک درون یک لوله مدور برای ج

آرام

هام رابطه سرعت متوسط برای بینگ
رای درون یک لوله مدور بپلاستیک 

آرامجریان 
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دکتر علی زادهوش

fمی توان در معادله پایه ارائه شده در ابتدا به جای  τ مدل های مختلف را جایگزین کرد و رابط فوق را برای هر مدل جداگانه
.دست آوردبه 

مثلا کیسون :
Qτw

3

πR3
= න

0

τw

τ2 f τ dτ

τ
1
2 = τ0

c
1
2 + μc ሶγ

1
2

معیار آشفته و آرام بودن جریان درون لوله

𝑹𝒆 =
ویسکوز نیروی

اینرسی نیروی
𝑅𝑒 > 2100

𝑅𝑒 < 2100

بیان کنیم اگر یعنی در منابع خطا فرض می کردیم جریان آرام است، حال می خواهیم. حال برای سیال پاورلا می خواهیم بیان کنیم
جریان آشفته باشد چه می شود؟

𝑄 = 𝜋𝑅2𝑉 = 𝜋
𝑛

3𝑛 + 1

−∆𝑃

2𝑘𝐿
𝑅
3𝑛+1
𝑛

برای یک سیال مشخص رابطه بین شدت جریان حجمی و افت فشار در یک شعاع معین

آشفته←اگر نیروی اینرسی غلبه کند 
آرام←اگر نیروی ویسکوز غلبه کند 

هآشفت

آرام

(1)
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دکتر علی زادهوش

−∆P ∝ Qn

Q ∝ R4 → n = 1
Q ∝ R5 → n = 0.5

.سیالات غیر نیوتنی به شدت جریان حجمی و قطر لوله حساس تر اند

حجمتنش برشی دیواره به انرژی جنبشی سیال بر واحد :ضریب اصطکاک

انرژی جنبشی واحد حجم =

1
2
mV2

حجم
, f =

τw
1
2
ρV2

, τw = −
∆P

L

D

4

τw =
1

2
ρV2f , −

∆P

L
=
2fρV2

D
, V =

n

3n + 1
−
∆PR

2Lk

1
n

R

:جایگذاری می کنیم7را در رابطه 6رابطه 

V =
n

3n + 1

D

4K

2fρV2

D

1
n D

2

(2) (3) (4)

(5) (6) (7)
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دکتر علی زادهوش

f =
16

RePL

RePL =
ρV2−nDn

8n−1 k
2n + 1
4n

n

:مسئله

1075محلول پلیمری با دانسیته یک 
kg

m3 2500با شدت جریان جرمی
kg

hour
.پمپ می شود25mmدر یک لوله به قطر داخلی 

kجریان آرام بوده و ثابت پاورلا برای این محلول  = 3 Pa sn وn = .می باشد0.5
تغییر کند، 37mmآگر قطر لوله به 10mروی محور مرکزی؟ لوله ای به طول maxمطلوب است محاسبه افت فشار و سرعت 

فشار چه تغییری می کند؟افت 

عیین رابطه عدد رینولدز به عنوان معیاری برای ت
ورآشفتگی یا آرام بودن سیال درون لوله مد

(21)



دکتر علی زادهوش

عدد رینولدز     معیار های دیگری برای آرام و آشفته بودن سیالات مستقل از زمان نیز ارائه شده است و برای سیالات مستقل از زمان
.وابسته به نوع سیال و درجه غیر نیوتنی بودن رفتار در جریان استبحرانی 

:عدد زیر را به عنوان معیار به صورت تجربی به دست آوردند Ryan & Jahsonاشخاصی به نام 

ReMR =
6464n

3n + 1 2
2 + n

2n
1+n

:عدد زیر را به عنوان معیار به دست آوردندMishra & Tripathiهمچنین اشخاصی به نام های 

ReMR =
2 × 100 4n + 2 5n + 3

3 3n + 1 2

.در نظر می گیرندRe =2100در هر دو این معادلات برای سیال نیوتنی 
:مسئله

دیوارهبا   اگر ضریب اصطکاک برابر  تنشبرشی
حجم واحد در سیال جنبشی انرژی

16و از طرف دیگربرابر با باشد 

Re
معادله عدد رینولدز تعمیم . باشد

.یافته را به دست آورید
جریان آشفته یا آرام است؟0.127cmبرای جریان یک سیال غیر نیوتنی در درون لوله کاپیلاری با شعاع 

τw = 6880
dyne

cm2
, ሶm = 27.5

gr

min
, ρ = 0.90

gr

cm3
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تکالیف

.در اختیارتان قرار داده می شود2تحت عنوان پیوست PDFبه صورت فایل 
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