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آنالیز مکانیکی چندلایه هادکتر علی زادهوش
. ه گردیاددر بخش قبلی یک راه حل مناسب برای آنالیز بارگذاری صفحه ای چندلایه های متقاار  ارا ا

رف دیگر، در از ط. یشتر چندلایه ها از این نوع هستند و بنابراین راه حل ذکر شده برای آنها مناسب است
شاامل )اری بسیاری از موقعیت ها، چندلایه های متقار  یا نا متقار  ممکن است تحت سایر اناواع بارگاذ

ماومی تاری را به منظور آنالیز چنین موقعیت هایی، مناسب تر است که آنالیزهاای ع. قرار بگیرند( خمش
.مرد بررسی قرار دهیم

قرارداد عمومی برای تعیین ضخامت و موقعیت لایه ها
به . ف کنیمدر بیشتر آنالیزهای عمومی ضروری است که موقعیت و ضخامت لایه ها را در چند لایه تعری

پایینی نسابت لایه های بالایی و لایه های. طور رایج لایه وسطی به عنوا  لایه مبنا در نظر گرفته می شود
یه مبناا، مببات در لایه های بالاتر از لایه مبنا، منفی و لایه های پایین تر از لا. به لایه مبنا تعریف می شوند

hf-1و ساطح باالایی ایان لایاه باه صاور  hfامین لایاه باه صاور  fسطح زیرین . نظر گرفته می شوند

:امین لایه از رابطه زیر به دست می آیدfبنابراین ضخامت . تعریف می شود

1)(  ff hhfh (1)



دکتر علی زادهوش
به لایه که در شکل زیر نشا  داده شده است، ضخامت لایه پنجم از رابطه زیر6برای چندلایه متشکل از 

:دست می آید

:و ضخامت لایه اول از رابطه زیر به دست می آید

mmhhh 213)5( 45 

mmhhh 3)6()3()1( 01 

لایه6متشکل از چندلایه 



آنالیز چندلایه•دکتر علی زادهوش
.آنالیز عمومی یک چندلایه بسیار شبیه آنالیز ماکرومکانیک یک تک لایه است

تعادل نیروها•
:برای چندلایه از رابطه زیر به دست می آید،𝑁𝑙باشد،  برآیند نیروها ،Fاگر تعداد لایه ها 
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:آنالیز تک لایه، رابطه زیر به دست می آیددر 𝜎با استفاده از تعریف 
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𝑁 𝐿 = 𝐴 𝜀 𝐿 + 𝐵 𝑘 𝐿
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دکتر علی زادهوش
ت که برای ماتریس سفتی کششی به صور  زیر تعریف می شود و مشابه ماتریسی اس𝐴که ماتریس

:تک لایه تعریف کردیم

:به صور  زیر تعریف می شود𝐵همچنین ماتریس مزدوج 

.ماتریس مزدوج برای چندلایه های متقار  برابر صفر است
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دکتر علی زادهوش
تعادل گشتاور ها

:لایه به دست می آید Fمشابه تعادل نیروها، گشتاور برآیند از مجموع گشتاورهای 
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:صور  زیر استبه 𝐷تعریف می شود و ماتریس ( 5-4)رابطه مشابه 𝐵که ماتریس 
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دکتر علی زادهوش
ز این آنالی. های الاستیک، کرنش ها و انحناهای خمش مناسب باشداین معادله ممکن است برای تعیین ثابت

رگذاری خمشی نیز نسبت به آنالیز صفحه ای کارایی بیشتری دارد زیرا علاوه بر شرایط تنش صفحه ای، با
.مورد لحاظ قرار گرفته است

چندلایه های تشکیل شده از لایه های تک جهته
.  یر ایزوتروپ استآنالیز قبلی نشا  داده است که ویژگیهای کامپوزیتهای لیفی تک جهته به مقدار زیادی غ

ونه ایبرای کاهش این مشکل، به طور رایج چندلایه های متشکل از تک لایه های تک جهته را به گ
مکن است در نگاه اول م. می سازند که تک لایه ها در جها  مختلف آرایش یافتگی قرار گرفته باشند

تک جهته عمود بر هم اینگونه به نظر برسد که بهترین حالت ایزوتروپی به وسیله چندلایه متشکل از دو لایه
گیری شده در یا دو لایه جهت90ºو 0ºگیری شده در جها  برای مبال دو لایه جهت. به دست آید

در حقیقت عدم تقار  .، که در همه جها  بالانس هستندxنسبت به محور جهانی º-45و 45º+جها  
.تی می شودنسبت به مرکز چنین چندلایه هایی مشکل ساز است و منجر به رفتار پیچیده در چنین حالا



دکتر علی زادهوش
ای بالایی مرکز و یک چندلایه که لایه ه. به طور کلی بهتر است که چندلایه نسبت به مرکز متقار  باشد

بنابراین یک . شودلایه های پایینی آ  تصویر آینه یک دیگرند، به عنوا  چندلایه متقار  در نظر گرفته می

رایج است که این چندلایه را . متقار  است0ºو 0º ،90º ،90ºچهار لایه با الیاف آرایش یافته در جها  

به . علامت گذاری کنیمیا                                   یا به صور 

ن طور معمول چندلایه هایی از نوع                                              متقار  هستند البته تعداد لایه ها ممک

.  ی ذکر گرددلایه ها الزاماً ضخامت یکسانی ندارند اما متقار  بود  چندلایه بایست. است الزاماً زوج نباشد

.  مت بار قرار گیرددر حالت چندلایه هایی که لایه مرکزی تکرار نیافته است، بایستی بالای لایه مرکزی علا

بنابراین چندلایه ای به فرم                                                                 می تواند به صور                   

.نوشته شود

T]0/90/90/0[ 
T]0/90/0[ 2


S]90/0[ 

T]///[   

T]45/45/0/90/0/45/45[ 
S]09/0/45[



یک چندلایه متقار ( صفحه ای) in-planeرفتار دکتر علی زادهوش
حت تأثیر یک در یک چندلایه، تک لایه ها به طور محکمی به هم متصل شده اند، بنابراین و قتی چندلایه ت

ن کرنش ها در همه بنابرای. نیروی صفحه ای قرار می گیرد، همه لایه ها به یک میزا  تغییر فرم پیدا می کنند
ل زیر نشا  این حالت در شک. لایه ها یکی است اما مدول ها متفاو  است و در نتیجه تنش ها متفاو  است

.داده شده است

در یک چندلایه متقار کرنش ها و تنش ها 



دکتر علی زادهوش

وارد می شود، آنها برابر با مجموع نیروهای وارده yو xوقتی نیروهای خارجی در جهت محورهای جهانی 

ور  زیر بیا  بنابراین برای واحد عرض چندلایه تنشها یا نیروها ممکن است به ص. به تک لایه ها می شوند

:شوند
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دکتر علی زادهوش
𝜎به ترتیب تنش ها و نیروهای کلی و 𝑁𝑥و 𝜎𝑥، ضخامت چندلایه، hکه  𝑓 تنش در لایهfام است  .
(  شکل زیر)

ام چندلایهfلایه 



:به فرم ماتریسی به صور  زیر نوشته می شوند( 11)روابط دکتر علی زادهوش
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:هستند، می توانند از انتگرال خارج شوندzمستقل از کرنش ها از آنجا که 
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دکتر علی زادهوش
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:به عنوا  مبال
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𝐴 شی نیز استسفتی کششی است اگرچه بایستی توجه کرد که شامل اجزاء برماتریس.
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:ثابت است بنابراینത𝑄،امfدر یک تک لایه، مبلاً تک لایه دکتر علی زادهوش
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:ر استرابطه فوق به صور  کلی به فرم زی
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مه اجزاء ماتریس بنابراین ماتریس سفتی برای یک چندلایه متقار  ممکن است بوسیله جمع زد  ه
.سفتی تک لایه ها ضربدر ضخامت هرلایه به دست آید
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دکتر علی زادهوش
ا در صور  داشتن همه اجزاء ماتریس سفتی، می توا  برای به دست آورد  ماتریس کامپلیانس آ  ر

:معکوس کرد

    1
 Aa

:چندلایه ممکن است به وسیله اجزاء ماتریس کامپلیانس به دست آیندویژگی های 
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دکتر علی زادهوش
:همچنین روابط ضریب پواسو  به صور  زیر است. ضخامت چندلایه استhکه 
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خلاصه مراحل برای پیش بینی سفتی چندلایه های متقار 

.فصل قبل برای هر تک لایه به دست می آیدمطابق ത𝑄ماتریس سفتی . 1

هرتک لایه ضربدر ضخامت آ  ത𝑄ماتریس هایچندلایه از جمع بستن ، برای 𝐴ماتریس سفتی . 2
.  لایه به دست می آید

.به دست می آید𝐴چندلایه به وسیله معکوس کرد  ماتریس ، برای 𝑎ماتریس کامپلیانس . 3

(20)



:چندلایه از رابطه زیر به دست می آیندکرنش های و تنش ها . 4دکتر علی زادهوش
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دکتر علی زادهوش
:مبال

:یک چندلایه از لایه های زیر تشکیل شده است
0 ∕ 352 ∕ −352 𝑆

:و کرنش ها وقتی که تنش های زیر را داشته باشیمyو xمطلوب است محاسبه مدول در جهت 

𝜎𝑥 = 10 𝑀𝑃𝑎 , 𝜎𝑦 = −14𝑀𝑃𝑎 , 𝜏𝑥𝑦 = −5𝑀𝑃𝑎

.(اطلاعا  هر لایه را باید از میکرومکنیک به دست آورد. )می باشد1𝑚𝑚ضخامت هر لایه 

𝐸𝑥مسئله در حقیقت  , 𝐸𝑦 , 𝐺𝑥𝑦 , 𝜈𝑥𝑦را می خواهد.

𝐸1 = 125000𝑀𝑃𝑎, 𝐸2 = 7800𝑀𝑃𝑎, 𝐺12 = 4400𝑀𝑃𝑎, 𝜈12 = −0.34



:مبالدکتر علی زادهوش

0برای یک چند لایه  ∕ 352 ∕ −352 𝑆 با توجه به داده های مبال قبلی:
مطلوب است محاسبه پرامترهای تغییر شکل صفحه ای؟. 1
اع های نیوتنی اضافه گردد مطلوب است، محاسبه تنش ها و کرنش ها و شع1000اگر یک نیروی خمشی . 2

خمشی؟

ℎ0.است1𝑚𝑚هر لایه درارای ضخامت  5 , ℎ1 −4 , ℎ2 3 ,

ℎ3 −2 , ℎ4 −1 , ℎ5 0 ,

ℎ6 1 , ℎ7 2 ℎ8 3 ℎ9 4 ℎ10 5



:مسئلهدکتر علی زادهوش
:مفرض کنید ماده کامپوزیتی از نوع الیاف کربن تقویت شده پلیمری با خواص زیر داری

است محاسبه مطلوب. ورقه ای از نوع کامپوزیت فوق طبق شکل زیر تحت تنش قرار می گیرد: بخش اول
:

به این ورقه 100𝑀𝑃𝑎در حالتی که تنش برشی yو x، 2و 1کرنش ها در دستگاه های محور های . 1
نسبت به جهت گیری الیاف با استفاده از معادلا  تبدیل مهندسی°30با زاویه 

.را با استفاده از ماتریس نیز محاسبه کنید1پارامترهای خواسته شده در قسمت . 2
یک چند لایه از نوع کامپوزیت فوق به صور  شکل زیر وجود دارد ، ماتریس های: بخش دوم
A,B,C,Dرا محاسبه کنید.



:مبالدکتر علی زادهوش
ی را لایه های یک ساندویچ پنل از یک مغزی ابری و دو پوسته جامد ساخته شده است که این پوسته و مغز

(.داده ها واقعی می باشند: )ایزوتروپیک می توا  در نظر گرفت که دارای خواص ذیل می باشند
.میلی متر می باشد20میلی متر و ضخامت مغزی 1ضخامت لایه پوسته 

𝑀𝑥اگر نیروی خمشی  = 400
𝑁𝑚

𝑚
𝑀𝑦و  = 300

𝑁𝑚

𝑚
به این ساندویچ پانل اعمال شود ، مطلوب 

.است محاسبه شعاع های خمش و تنش ها و کرنش ها در سطح مقطع

ത𝑄بنابراین ماتریس های ( ایزوتروپیک است)در این حالت زاویه مهم نیست  = 𝑄است.

𝐸1 = 𝐸2 = 3.5𝐺𝑃𝑎 , 𝐺12 = 1.25𝐺𝑃𝑎 , 𝜈12 = 0.4

𝐸1 = 𝐸2 = 0.06𝐺𝑃𝑎 , 𝐺12 = 0.021𝐺𝑃𝑎 , 𝜈12 = 0.43

Aهپوست

Bمغزی



سوال امتحانی: مبال دکتر علی زادهوش
0یک سری تک لایه با خواص ذیل به صور   ∕ 252 ∕ −252 𝑆(10لایه )است.

و کرنش ها وقتی که تنش های زیر yو xدر جهت ( مدول ها)مطلوب است محاسبه ثابت های الاستیک . 1
.است1mmضخامت هر لایه . به آنها اعمال می شود

𝐸𝑥)بایستی مدول ها و کرنش ها  , 𝐸𝑦 , 𝐺𝑥𝑦 , 𝜈𝑥𝑦 ,𝜀𝑥 ,𝜀𝑦 ,𝛾𝑥𝑦  ) به دست آوردرا.

𝑀𝑥اگر تنش های خمشی . 2 = 400
𝑁𝑚

𝑚
𝑀𝑦و  = 300

𝑁𝑚

𝑚
𝑀𝑥𝑦و  = 200

𝑁𝑚

𝑚
به این چند لایه 

کرنش های خمشی)وارد شود، مطلوب است محاسبه تنش های جدید و کرنش ها و شعاع های انحنا ؟ 

.(ها هستندkهما  

𝜎𝑥 = 10 𝑀𝑃𝑎 , 𝜎𝑦 = −14𝑀𝑃𝑎 , 𝜏𝑥𝑦 = −5𝑀𝑃𝑎

𝐸1 = 125𝐺𝑃𝑎, 𝐸2 = 7.8𝐺𝑃𝑎, 𝐺12 = 4.4𝐺𝑃𝑎, 𝜈12 = 0.34


